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Introduction 
Soit g une alg6bre de Lie r6soluble de dimension finie sur un corps k de carac- 
t6ristique 0. En [12] J.L. Koszul construit un g-module not6 V(g) dans le but de 
prouver que toutes les classes de HP(g,M), p>0,  M un g-module de dimension 
finie, sont effagables. Nous prouvons (§3) que, si le corps k est alg6briquement clos, 
V(g) est un module injectif sur l'alg6bre nveloppante A = U(~); plus pr6cis6ment, 
V(g) est isomorphe au dernier terme d'une r6solution injective minimale du A- 
module fl gauche A. 
On utilise la description donn6e en [15] des modules de la r6solution injective 
minimale de A et aussi des lemmes d'algbbre homologique non commutative (§2) 
qui sont des variantes de ceux obtenus par G. Barou [1]. D'autre part, nous 
montrons que le dernier terme E,  de la r6solution injective minimale du A-module 
/~ gauche A est muni d'une structure naturelle de bimodule et que E~ est isomorphe 
fl V(g) comme A-module fl gauche et comme A-module/ l  droite (§4). Ainsi V(.q) 
apparait comme dernier terme des r6solutions injectives minimales du A-module 
gauche A et du A-module fl droite A. 
1. Le module V(A) 
Soit A une algbbre associative unitaire sur un corps k. Un 616ment u d'un A- 
module fl gauche M est dit de caractbrefini (cf. [12]) si le sous-module de M qu'il 
engendre st de dimension finie sur k. Pour que u e M soit de caract~re fini, il faut 
et il suffit que son annulateur, i.e. l'id6al h gauche des a EA tels que au = 0, soit de 
codimension finie dans A; il revient au m~me de dire que cet annulateur contient 
u~:~ ,d6al bilat~re de codimension finie. I1 est facile de v6rifier que les 616ments de 
caract6re fini de M constituent un sous-module de M et si Met  N sont deux A- 
modules et h:M~N une application A-lin6aire, l'image par h d'un g'" lent de 
caract6re fini de M est un 616ment de caract6re fini de N. 
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Proposition 1.1. Si l'anneau A est noethdrien ?tgauche t si le produit de deux iddaux 
gt gauche de A de codimension finie est encore de codimension finie, alors le fonc. 
teur tr, qui gt un A-module gt gauche M associe le sous-module de ses dldments de 
caract~re fini, est un "idempotent kernel functor" au sens de [10]. 
Preuve. I1 est clair que tr est un sous-foncteur de l'identit6. I1 suffit donc de v6rifier 
que tr est exact h gauche, ce qui ne pr6sente pas de difficuk6, et que tr(M/a(M))=O 
pour tout A-module ~t gauche M. En effet soit y ~ a(M/tr(M)) alors y e Met  il existe 
un id6al bilatbre I de A, de codimension finie, tel que Iy c_ tr(M); l 'anneau A 6tant 
noeth&ien h gauche, il existe un syst~me fini de g6n6rateurs a l , . . . ,  a,, de l'id6al 
gauche I. Donc aiy e tr(M), i= 1, ..., n. Soient li, i = 1, ..., n, des id6aux bilat6res de 
codimension finie de A tels que Iiaiy=(O). L'id6al I '= I IN . . .N I ,  est aussi de 
codimension finie, puisqu'il contient le produit 11 ... In, et l'aiY=(O ) pour i~- 
1, ..., n. Donc IVy = 0 et I ' I est de codimension finie. [] 
L'hypoth6se faite sur A en 1.1 est satisfaite si A est l'alg~bre nveloppante d'une 
alg6bre de Lie de dimension finie sur un corps, d'apr6s 2.5.1 de [9]. Lorsque les 
hypotheses de 1.1 sont satisfaites, il est facile de v6rifier que tr est naturellement 
6quivalent au foncteur l imiHomA(A/ I , - ) ,  off I parcourt les id6aux bilat6res de A 
de codimension finie et aussi que Hi', le m,i6me d6riv6 droit du foncteur a, et 
li_,miExt'~(A/I, - )  sont 6quivalents; de plus H~ n commute aux limites directes. 
Nous noterons V(A) le sous-module tr(Homk(A, k)) de Homk(A, k), sur lequel a 
structure de A-module h gauche est d6finie par: (a. f)(b) =f(ba) si a, b e A et f est 
une application k-lin6aire de A dans k. Donc V(A) est le A-module ~t gauche des 
applications k-lin6aires de A dans k qui sont nulles sur un id6al bilat~re de codimen- 
sion finie de A. 
Lorsque A est l'alg6bre nveloppante d'une alg6bre de Lie r6soluble g sur k, le 
module V(A) a 6t6 introduit par J.L. Koszul; il sera not6, comme dans [12], V(g). 
Nous utiliserons le Iemme suivant (Lemme 7 de [12]). 
Lemme 1.2. Soient g une algbbre de Lie rdsoluble de dimension finie sur un corps 
k de caractdristique nulle, 2~= [g, g] l'iddal ddriv~ de g, N= U(fl)~ = ~Ll(g) l'iddal 
bilat~re de U(g) engendr~ par 23. Pour p entier positif, notons Cp l'espace des ap- 
plications k-lin~aires de U(g) dans k qui s'annulent sur N pet  posons Vp(g)= 
CpN V(g). Alors V(g)=[,.jp> o Vp(g). 
Jusqu'h la fin du paragraphe, nous supposerons que l'alg6bre A satisfait les 
hypotheses de 1.1, Si I est un id6al bilat~re de codimension finie de A, tousles 
id6aux 1 r, r >_0, sont aussi de codimension finie. Si M est un A-module, les 616- 
ments de M dont l 'annulateur contient un id6al de la forme I r sont dits de caract~re 
I-nilpotent et on notera W(I) le sous-module des 616ments de caract6re I-nilpotent 
de Homk(A, k): c'est un module ~ gauche sur A form6 des applications k-lin6aires 
de A dans k qui sont nulles sur un id6al de la forme I k. 
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Proposition 1.3. Soit (Ii) la famille des iddaux bilatbres maximaux de  A. Si les Ij 
commutent entre eux, le A-module V(A) est somme directe des W(I j ) .  
Preuve. Sans hypotheses de commutation sur les/:,  il est facile de vo i r  que W(li)C 
V(A) pour tout i et que la somme ~ W(li) est directe; en effet so i t  fe  W(Iio) et 
fe  ~:~i,W(Ii). Alors f ( I [ , )=0 et f=f l+ ' "+f~ oil f(If~)=O, i=1, . . . , r ,  i:/:io. On 
peu~ supposer que sl . . . . .  Sr=S et par suite f(I~...~o...IS)=O. Les id~aux I/0 et 
I~"/~0"" I] 6tant co-premiers, i.e. 11o + I~'... ~o"" ISr =A' il s'en suit que  f(A) =0, 
d'ofa f=0.  Supposons que les Ij commutent entre eux et soit f~  V(A). Alors 
f(J) = 0 ofa Jest  un id6al bilat6re, de codimension finie, de A. Si I~ . . . .  , I~ sont les 
id6aux maximaux de A qui contiennent I, il existe t tel que (11 el... C'l Is) t C J. D'o/l 
I( .'-Is tc_. J. Less  id6aux I(-.. 6t ... I~!, j=  1 .... , s, 6rant co-premiers dartS leur en- 
semble, il existe aj e 1(... ~ . . .  Is t, j = 1,..., s, tels que 1 = a I + a s + ..- + as. D'oh 
f=al . f +...+as. f et (aj. f)(IJ)=f([Jaj)=O. Donc f ~ ~: W(Ii). [] 
Coroilaire 1.4. Si A est un anneau de polyndmes sur un corps k algdbriquernent clos, 
V(A) = 11 W(I) oil I parcourt les id6aux maximaux de A et W(I) est l 'ertveioppe in- 
jec~ive du A-module A/1-~ k. 
Preuve. La premibre partie r6sulte de 1.3. Pour la seconde, on se rambrne ,  par un 
changement de coordonn6es, au cas off Ies t  l'id6al d 'augmentat ion  de A et le 
r6sultat est d6montr6 dans [14, Th6or~me 3.3] et aussi dans [17]. [i~-] 
2. Foncteurs sur les A-modules 
On notera dans la suite, A un anneau noeth6rien/~ gauche, ~Mod la  cat6gorie 
des A-modules ~ gauche de type fini. Enfin Ab d6signera la cat6gorie des  groupes 
ab~iiens. 
~s deux lemmes suivants ont d6montr6s en [1 Lemmes 3.3, 3.5 e t  3.6] 
Lemme 2.1. Soient A un anneau, I un iddal bilatbre de A et M un A ~I-module it
gauche. Si m ~M, on note e,n : A / I~M le A-homomorphisme qui envo ie  i en m. 
Soit T le foncteur Ext J ( - ,A )  de AMOd dans Ab, j entier >_O fixd. S i  l'on munit 
T(A/I) = Ext~ (A/L A) de la structure de A-module it gauche provenant  de  la struc- 
ture de A-module ?l droite de A/I ,  on a, pour tout m~M,  a~A et x~ T(M), 
[ T(Sam)] (X) --- a[(  T(em))(x)]. 
Preuve. Consid6rons une r6solutions de A par des A-modules h gauche  injectifs: 
do dl 
O~ A -' Eo 'El ,Ee l . . .  
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Les morphismes de complexes 
~m : HomA( M, E. ) - 'HOmA(A/ I ,  E.) 
et 
~arn : HomA (M, E. )~HomA(A/ I ,  E. ) 
d6finis en degr~ j par: ~'Ym(g) =g o em et ll/Jam(g) = g o earn Off g ~ HomA(M, ej) sont l ib  
par la relation ~U/am(g)=a~tYm(g), car si I~eA/ I ,  on a ~Jam(g)(~)=(goea,,Xb')= 
g(bam) et (a~,J(g))(/~) = ~Ym(g)(l~a)=(gOem)(t~a)=g(bam ). La relation pr6cgdente 
passe ~t l 'homologie pour donner la relation annonc6e. [] 
Lemme 2.2. Soit A un anneau, Tun  foncteur additif contravariant de nMod dan~ 
Ab. On suppose T(A) muni d'une structure de A-module h gauche satisfaisant ia 
condition (P=) suivante: 
(Po~) Pour tout A-module M et tout m ~M on a 
T(earn)( Y) = a[ T(ern)]( y) 
quels que soient y ~ T(M) et a ~ A et oft em: A "* M est le morphisme qui envoie l
en m. A l ors: 
(1) En posant [~(M)(x)](m)= T(em)(x ) pour tout A-module it gauche M, meM 
et x~ T(M), on ddfinit un morphisme fonctoriel: 
: T= HomA(- ,  T(A)). 
(2) Les conditions suivantes ont dquivalentes: 
(i) La restriction de T est un foncteur exact it gauche de AMod fvers Ab. 
(ii) Pour tout A-module h gauche M de type fini, ~p(M) est un isomorphisme. 
(3) Si les conditions (2) sont rdalisdes alors T: AMOd f --* Ab est exact si et seule. 
ment si T(A) est un A-module it gauche injectif. 
Preuve. Cf. Lemmes 3.5 et 3.6 de [1] (loc. cit.). C'est une version non commutative 
de Lemmes 4.1 et 4.2 de [11]. [] 
D6finition 2.3. Soit Y une famille d'id6aux bilat6res de A v6rifiant les conditiom 
suivantes: 
(i) Si Ie  Y- et si J est un id6al bilat~re de A contenant 1, alors Je  ~-. 
(ii) Si Ie t  Je  :~ alors I J e  Y. 
On notera AMod '¢ la sous-cat6gorie de AMod f dont les objets sont les A-modules 
dont l 'annulateur appartient tt .~. C'est 6videmment une sous-cat6gorie 6paisse de 
AMod f. 
Si T:  A Mode- ~ Ab est un foncteur additif contravariant on dira que T est com- 
patible avec J s'il v6rifie les deux conditions uivantes: 
(a) Pour tout I e  ~ T(A/1) est muni d'une structure de A-module h gauche de 
sorte que si I 'c_/, I '~  Y-, l' image par T du morphisme canonique A/ I"  ~A/ I  est ,4- 
lin6aire. 
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(b) Pour les structures pr6c6dentes et pour tout Ie  .:, T v6rifie la propri6t6 (PI) 
suivante: 
(P:) Si M~AMOd' :  et si IM=(O), on a 
T( = a[ T( dm)(X) ] 
I quels que soient m e M, a cA ,  xe  T(M),  off am d6signe le morphisme de A/ I  dans 
M qui envoie i en m. 
Les conditions de la d6finition pr6c6dente sont v6rifi6es i A est l'alg6bre nvelop- 
pante d'une alg~bre de Lie g de dimension finie sur un corps (de caract6ristique 0) 
/¢, si l'on prend pour ,~ la famiUe des id6aux bilatbres de codimension finie de A 
(alors AMOd ¢ est la cat6gorie des repr6sentations de dimension finie de g) et si 
T=Ext~(-,  A), j entier >_0, ceci d'apr~s le Lemme 2.1. 
Le lemme suivant est d6montr6 dans un cas particulier par [1] (loc. cit. Lemme 
3.7), la d6monstration de [1] 6tant directement adaptable. 
Lemme 2.4. Soient A un anneau, ,~- une famille d'iddaux bilatbres de A, 
T: :Mod:  = Ab un foncteur additif contravariant compatible avec ~. Posons 
E= Iim,- T(A/1)  et j l  le morphisme canonique de T(A/1) clans E. Alors il existe un 
mo;~'phisme fonctoriel ~p: T=HOmA(- ,E  ) tel que si M~AMod:  et si IM=(0), 
I ~ ,:~ on a 
[¢(M)(y)](x) = (J I  o Z(sx/))(y) 
quels que soient x ~ M, y ~ T(M), a~x d~signant le morphisme de A / I  clans M qui en- 
voie i en x. 
Preuve. Soit M~AMod ' fet  soit I~S  tel que IM=(0). Pour x~M,  y~ T(M) on 
pose: 
[¢(M)(y)](x) = (j: o T(al))(y). 
C<te expression est ind6pendante de l'id6al I de ~- v6rifiant IM= (0). En effet 
si JM=(0) alors ( IO J )M=(O)  et on peut supposer Jc_L Alors j~=jioj I ,  j off 
JI,: : T (A / I )~  T(A/ J )  est le morphisme T(at, j) off aI, j : A / J~A/ I  est la surjection 
J canonique. Donc t~oal, j=tx  et par suite T(a~,j)o T(e~) = n en 
r6sulte que 
;, o T (4)=; ,  o T (4 ) .  
D'autre part, en raison de la propri6t6 (Pt) v6rifi6e par T, l'application O(M)(y) de 
M dans E est A-lin6aire; on a donc O(M)(y) ~ HomA (M, E) pour y e T(M). De plus 
si f :  N~M est un morphisme de nMod':- il est facile de v6rifier que le diagramme: 
T(N) 
¢(N) 
T(f )  
fo_ HomA (N, E) 
, T (M)  
I ¢)(M) 
, HOmA (M, E) 
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est commutati f ,  car en consid6rant un id6al I~  .~ tel que IM=(0) ,  IN= (0), on a, 
pour tout z ~ T(N) et tout x ~ M, 
(p(M)( T(f)z)(x) = (Jr o T(ext))(T(f)z) = (j[ o T ( f  o exZ))(z) 
= (Jr o T(e}(x)))(z) =¢)(N)(z)(f(x)). 
Corollaire 2.5. Soient A et .~ comme en 2.4 et soit T un foncteur additif con. 
travariant AModf~Ab.  On suppose que la restriction de T it AMod + vdrifie ies 
conditions suivantes: 
(i) elle est exacte it gauche; 
(ii) elle est compatible avec :~" 
(iii) on a IT (A l l )=  (0) pour tout I~  #_ 
Soient E=lim+. T(A/ I )  et ~:  T~HOmA(- ,  E) le morphisme fonctoriel defini en 
2.4. Alors ¢p(M) est un isomorphisme pour tout M~AMod '¢. 
Preuve. On adapte facilement le Lemme 3.8 de [1] h la situation pr6sente. Soit /e  ~'. 
Pour tout (A/1)-module bL gauche de type fini N, on peut d6finir T(N). On obtient 
ainsi par restriction un foncteur additif et contravariant de A/rMod f dans Ab que 
l 'on notera Tt. Puisque Test  compatible avec ,~ Tr v&ifie la condition (P,.) du 
Lemme 2.2. Puisque A/ I  est noeth6rien ~t gauche et que TI est exact b, gauche, on 
d6duit du Lemme 2.2, un morphisme fonctoriel: 
¢~': Tr = HomA/r ( - ,  TI(A/I))  
off [~r(M)(x)](m)=7"r(em)(x) si M est un (A/ I ) -module it gauche, xe  T(M) et 
Crn :A / I -+M,  m~M,  est I'application em( i )=m et ~r(M) est un isomorphisme si
M est un A-module de type fini. Pour tout M~AMod r tel que IM=(0)  on peut 
donc d6finir un isomorphisme: 
~I(M) : Tt(M)= T(M)--~HOmA/r(M, T (A / I ) )= HomA(M , T(A/I)) .  
Si 0 est le morphisme fonctoriel d6fini en 2.4, on a, pour x ~ T(M) et y ~ M, 
[q~(M)(x)]( y) = (jr o T(cly))(x) =jr[(~1(M)(x))( y)] 
par d6finition de ~;  d'ofl 
~p(M)(x) =Jl o ~r(M)(x). 
Puisque T est exact ~t gauche sur AMod / ,  les morphismes canoniques 
T(A / I ) - - ,T (A / J ) ,  off I, J e J ,  Jz_.L sont injectifs. Donc les morphismes Jt sont 
aussi injectifs. Par cons6quent et puisque ~r(M) est un isomorphisme, ¢~(M) est 
injectif. 
V6rifions que ¢~(M) est surjectif; soit g~HomA(M,E) ;  puisque M est de type 
fini et que E est l'union des T(A/ I ) ,  I~  ,~, il existe J~  .~- tel que g(M)C T(A/J) ;  
donc g se factorise ~t ravers Jz et il existe h ~ hom,4(M, T(A/ J ) )  tel que g =j j  c h; de 
plus, on peut choisir J dans l'annulateur de M. Soit q~, le morphisme qui en 
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r6sutte. Puisque O~(M)est  un isomorphisme, il existe xeT(M)  tel que 
~j(M)(x) = h; d'oh O(M)(x) =jt o h = g. [] 
D6finition 2.6. Soit ,~- une famille d'id6aux bilat6res de A satisfaisant h: 
(i) si I e  ,:~- et si I c  J, off Jes t  un id6al bilat~re de A, alors J6  .~-, 
(ii) si I et Je  ,~. alors I J~ :~ 
On dira que ~-satisfait la condition d'Artin-Rees i pour tout A-module/ l  gauche 
noe~h6rien AT, tout sous-module M de Net  tout I t  ,~. il existe J dans .Y tel que 
J?Y N M c_ IM. 
Si l 'anneau A est noeth6rien /~ gauche, cette condition est 6quivalente /t la 
suivante: pour tout id6al /t gauche K de A et tout Ie  3'- il existe Je  .~- tel que 
JAK  c_ IK; en effet, dans un sens, l'implication est triviale; il suffit de faire M=K 
et N=A.  Dans l'autre sens on raisonne par r6currence sur le nombre minimal de 
g6n6rateurs de N, utilisant (ii), et le cas d'un g6n6rateur &ant couvert par la condi- 
tion sur les id~aux b. gauche. 
Si A = U(g), off g est une alg~bre de Lie r6soluble de dimension finie sur un corps 
k de caract6ristique 0, la famille .~- des id6aux bilat~res de A de codimension finie 
satisfait la condition d'Artin-Rees. Lorsque k est alg6briquement clos cela provient 
dh~ analogue, pour la dimension de Gelfand-Kirillov, du Th6or~me 3.2 de [7], 
analogue qui se d6montre de la m~me mani6re n changeant simplement 'dimension 
de Krull' en 'dimension de Gelfand-Kirillov' et que nous 6noncerons comme suit: 
Th6or~me 2.7. Soit M un U(fl)-module de type fini, oft g est une alg&bre de Lie 
rdsoluble de dimension finie sur un corps k de caractdristique 0 algdbriquement clos. 
Supposons que GK.dim(U(g)/Ann(M))= met  soit X une extension essentielle de 
type fini de M. Alors GK.dim(U(g)/Ann X) = m. 
II r6sulte alors en conservant les notations du Th6or6me 2.7 que si Ann M est un 
id6a] de codimension finie, alors pour toute extension essentielle de type fini X de 
A~, Ann X est de codimension finie. 
On d6duit alors du Th6or6me 2.7, par une d6monstration a alogue &celle du Cor- 
oilaire 2.8 de [18]. 
Proposition 2.8. Soient k un corps de caractdristique O. g une k-alg~bre de Lie 
rdsoluble de dimension finie, A = U(g), Nun A-module ~ gauche de type fini et M 
un sous-module de N. Alors, si Iest un iddal bilatOre de A, de codimension finie, 
il existe un iddal bilat~re de codimension finite J de A tel que JNAM c_ IM. 
Preuve. La famille S= {N'; N'  sous-module de N tel que N'AM=IM} est non 
vide, puisque IMe  S. Comme Nest  noeth6rien, 2~ poss~de un 616ment maximal, 
sok N 0. Si IM=M,  on a JNAMcM=IM pour tout id6al J. Supposons IMAM;  
aiors N/N o est extension essentielle de M/ IM= M/(N6 AM)= (M+ No)/NO; en ef- 
fet sapposons que Q soit un sous-module de N, tel que N0_c Q et (Q/N6)N 
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(M+N~)/N~=(O) darts N/N~. Alors Qn(M+ N~)c_N~. Doric QnMC_NonM-_ 
/Met  N~AM=IMc_ QAM de faqon 6vidente; donc QAM=/M et Qe 2~. Vu le 
caract&e maximal de N~ on a Q=N~. Doric Q/N~=(O). D'apr6s les remarques 
pr6c6dants leThdor6me 2.7 on voit qu'il existe un id6al bilat~re de codimension f'mie 
J de A tel que J(N/N~)=(O). Donc JNc_.N~ et JNAMc_N~AM=IM. 
On passe ensuite au cas off le corps k est quelconque. Si/? est une cl6ture alg6brg 
que de k, lun  id6al bilat~re de codimension finie de A = U(g) et K un id6al a gauche 
de A, il existe un id6al bilat6re a r de codimension finie sur/? tel que ]A(~®K)£ 
k®IK. Cette inclusion subsiste si on remplace/?par l'extension finie de k engendr~e 
par les 616ments de/? qui apparaissent dans un syst~me de g6n6rateurs de ]. On a 
alors ]n (k l®K)  c_ kl®/K. D'ofl (A nJ)nKc_ (kI®IK)AA =/K et A n ] est de 
codimension finie sur k dans A. [] 
Proposition 2.9. Soient A un anneau, ~ une famille d'ide'aux bilatbres de / satis. 
faisant la condition d'Artin-Rees et E un A-module gt gauche tel que E= 
Uz~ Anne(/) et HomA(-,  E) est un foncteur exact sur la cat~gorie AMod s. Alors 
le A-module E est injectif 
Preuve. Soit J un id6al b. gauche de Aet  f :  J~E  un A-homomorphisme. Ii s'agit 
d'&endre f h A tout entier. On peut 6videmment supposer que J~  (0). Le sous- 
module f(J) de E est de type fini, puisque A est noeth6rien h gauche; d'autre part 
f( J)  6tant contenu dans E= Ur~ ,. Anne(/), on a aussi f ( J )=  U~,-Annyij~(/). 
Donc il existe/e ,~ tel que l f ( J )  = (0). D'apr~s la condition d'Artin-Rees v&ifi~ 
par .~'- on peut trouver un id6al / ' e  4- tel que: 
i ' n j  c_IJ 
et donc f(I'n J) = (0). Soit p : J~  J/(/' n J) l 'homomorphisme canonique. Alors f 
se factorise ~ travers p et il existe f~: J / ( I 'n J )~E tel que f=f l  op. Appliquom 
HomA(-,  E) ~ la suite exacte de AMod :~- suivante: 
O--,J/(/'nJ) g,,,,A/I '~A/(J+/')~O, 
on obtient la suite exact de A-modules ~ gauche: 
HOmA (A/ / ;  E) ~ HOmA(J/(l' N J), E) ~0. 
Donc il existe fz : A/I'--,E tel que f2 o g =./'1. Soit f la compos6e de f2 et de la sur- 
jection canonique A ~A/I ' .  Alors f :  A ~E et f l j  =f.  [] 
Corollaire 2.10. Soient A un anneau noethdrien gt gauche, ~-une famille d'id~aux 
bilatbres de A satisfaisant la condition d'Artin-Rees, Tun foncteur additif con- 
travariant AMOdf= Ab. On suppose que la restriction de T gt AMOd =~- v~rifie les 
conditions uivantes: 
(i) elle est exacte gt gauche; 
(ii) elle est compatible avec 4; 
(iii) on a: IT(A/I)= (0)pour tout I~ 
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Ators les conditions uivantes ont dquivalentes: 
(1) le foncteur T: AMod ¢ = Ab est exact; 
(2) le A-module it gauche E = li__m i T(A/ I )  est injectif 
Preuve. Puisque, d'aprbs 2.5, T :AMOd¢=Ab est naturellement 6quivalent h 
HomA(- ,E) ,  il suffit de prouver que (1) entraine (2). Mais E=l im ~-T(A/I) coin- 
cide 6videmment avec Ut,~-Anne(/). Donc si HOmA(--, E ) -  Test exact, il r6sulte 
de ~9 que E est injectif. 
Proposition 2.11. Soient ~ une alg~bre de Lie rdsoluble de dimension finie n sur un 
corps k de caractdristique O,A = U(g) et T= Ext , ( - ,  A). Alors Test  naturellement 
dquivalent, sur la catdgorie A ModJ, a HomA (--, E) oh E = lirn t Ext,~ (A/L  A), lors- 
que I parcourt les iddaux bilatkres de codimension f inie de A, et E est un A-module 
injectif . 
Preuve. Le foncteur T est additif contravariant de AMOd f dans Mod A. Soit ,~- la 
famitle des id6aux bilat6res de codimension finie de A; elle v6rifie la condition 
d'Artin-Rees. D'autre part, on v6rifie facilement que la restriction de T ~ AMod ~ 
es ~.n foncteur exact, qu'elle est compatible avec ,Yet que IT(A~1)= (0) pour tout 
I~./-. I1 r6sulte de 2.10 que E=I imlEXt~(A/LA  ) est injectif et de 2.5 que T est 
6quivalent ~ HomA(- ,  E), sur la cat6gorie AMOd J. 
3. Le dernier terme de la r~solution injective minimale de I'alg~bre enveloppante 
d'une aig~bre de Lie r~soluble 
Nous utiliserons le r6sultat vraisemblablement bien connu, de la proposition 
suivante. 
P~'~position 3.1. Soit g une algbbre de Lie rdsoluble de dimension finie sur un corps 
k de caracMristique O. Soit Pun  iddalpremier de codimension finie de U(g). Alors 
[g, gl CP. 
Preuve. I1 r6sulte des hypoth6ses que Pest un id6al maximal; donc Pest  noyau d'une 
repr6sentation irr6ductible n. L'annulateur de tout vecteur de l'espace de nest  de 
codimension finie, donc la dimension de nest finie, et puisque g est r6soluble cette 
dimension vaut 1; donc n s'annule sur [g, g]. Supposons k non alg6briquement clos 
et soit hTune cl6ture alg6brique de k. Alors/~®P est un id6al bilat6re de codimension 
finie de U(~])=/~® U(g), off ~=/~®k g- I1 existe un id6al premier /5 de U(~) tel 
q~e P= U(g)NP d'apr~s 3.4.2, chapitre III de [9]. II est clair que Pest  de co- 
6i~ension finie dans U(~]). Donc [~], ~] =/~®k [g, g] est contenu dans/5 et par suite 
[~, ~1 cP .  [] 
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Corollaire 3.2. A vec les m~mes hypotheses qu'en 3.1, tout iddal ?t gauche maximal 
de codimension finie J de U(g) est un iddal bilati, re maximal. 
Preuve. D'apr6s les remarques faites au d6but du § 1, il existe un id6al bilat~re de 
codimension finie I de U(g) tel que Ic_ J. Donc It_ J..U(g) c_ J e t  J..U(g) est un ideal 
primitif de U({t), puisque l'id6al ~t gauche Jes t  maximal. D'apr~s 3.1, J-. U(g) con. 
tient [g, g] donc [g, g] C Je t  par suite J est bilat6re. [] 
Nous allons rappeler quelques r6sultats de [15]. Si A = U(g) est l'algbbre envelop. 
pante d'une alg~bre de Lie r6soluble sur un corps k de caract6ristique nulle, la 
r6solution injective minimale de A, consid6r6 comme A-module ~ gauche, a pour 
i-6me terme, i= 0, ..., n, n = dimk g, un module injectif Ei qui se laisse d6composer 
en somme directe de deux sous-modules Ei=E~O)E~I; le module E] est somme 
directe des sous-modules EA(A/P) (oil EA(A/P) d6signe l'enveloppe injective du 
A-module h gauche AlP)  lorsque P parcourt une fois et une seule la famille des 
id6aux premiers de A de hauteur i. Le module E nest moins facile h d6crire. On 
peut mentionner que E~ 1 est un module de type II au sens de K.A. Brown [7] c'est- 
~t-dire Eli= I1 E(A/1) off Ies t  un id6al ~ gauche ~-irr~ductible de A et off E(A/I) 
est l'enveloppe injective du A-module ~ gauche A/I; le module M=A/ I  est cri- 
tique vis-/t-vis de la dimension de Krull au sens de Gabriel-Rentschler t tel que l(- 
dim M<K-dim(A/Ann M). Utilisant une notion dfie ~t J. Lambek et G. Michler 
[13], on peut choisir l'id6al ~t gauche I premier h gauche, c'est-h-dire v6rifiant la con- 
dition suivante: si a et beA et aAbc_.l alors a ou beI .  Dans le cas off le corps k 
est alg6briquement clos, on peut voir facilement que Q = AnnA(A/I), le plus grand 
id6al bilat~re contenu dans I, est premier et que chaque semi-invariant non nui, pour 
g op6rant dans A/Q par l'action adjointe, est un non diviseur de z6ro dans A/I. On 
peut aussi d6crire E, .IIen disant qu'il est somme directe de sous-modules injectifs in- 
d6composables H v6rifiant la condition suivante" pour tout x ~ H, x¢  0, tel que 
AnnA(x) est maximal parmi les annulateurs dans A d'616ments non nuls de H, alors 
AnnA(x) n'est pas un id6al bilat6re de A, 
Evidemment Eo=E~ est le corps des fractions de A ;  on trouvera dans [151 uae 
description de E~ t. On montrera dans ce paragraphe que En u = (0) sin est la dimen- 
sion de ~. 
En conservant les notations qui pr6c~dent on peut d6montrer: 
Proposition 3.3. Si Iest un iddal bilatbre de codimension finie de A = U(g), alors 
HOmA (A/I, E~q I) = (0) pour tout q. 
Preuve. I1 suffit de v6rifier que HomA(A/1, H)=(0) pour tout facteur ind~com- 
posable de E~ I. Raisonnons par l 'absurde et supposons que xeH soit un d6menll 
non nul annul6 par 1. Alors AxCH et Ax=A/ J  off Jes t  un id6al ~t gauche de A, 
contenant/ ,  doric de codimension finie dans A. Quitte h remplacer Ax par un sous- 
module simple qu'il contient, on peut supposer que l'id6al Jes t  maximal a gauche. 
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par suite J=AnnA(x) est maximal parmi les annulateurs dans A d'616ments non 
nuls de H. Mais il r6sulte de 3.2 que Jest  bilat~re t ceci est impossible par d6finition 
du type II. [] 
Th~or~me 3.4. Soit g une alg&bre de Lie rdsoluble de dimension finie n sur un 
corps k de caractdristique O. Soient A=U(g) et Ei=EI(~E] l , i=O,...,n, le i-&me 
II I terme de la rdsolution, injective ?t gauche minimale de A. Alors E;, = (0) et E n = 
t~:  Ext,~ (A /I, A) of~ I parcourt la famille des iddaux bilatbres de codimension finie 
deA. 
Preuve. D'apr6s 2.11, li__miExt~(A/I,A)=E est un A-module injectif et T= 
Ext.~(-, A) est naturellement 6quivalent h HomA(- ,  E) sur AMod ~-. 
On v6rifie d'abord que HomA(M, Ep)=O si p<n et si la dimension de M sur k 
est finie. Par un argument de r6currence sur le nombre de g6n6rateurs de M, on se 
ram6ne au cas off M est monog6ne donc, par 3.2, M=A/ J  off Jes t  un id6al bilatbre 
de codimension finie de A. D'aprbs 3.3, on a alors HomA(M, Epll)=0 pour tout p. 
Enfin si HomA(A/J, E~)~O avec p<n, alors Ep 1 contiendrait l'enveloppe injective 
d'~n A-module du type AlP  avec P id6al maximal de codimension finie donc de 
h~teur  n ce qui contredirait [15, 4.10 et 4.17]. 
Les foncteurs, de AMofl dans Ab, Ext~( - ,A )  et 
HomA (--, En) / Im(HomA( - ,  En-1)) 
sont isomorphes. Donc, sur la cat6gorie AMOd s, les foncteurs Ext , ( - ,  A) = T et 
HOmA ( - ,  E.)  le sont aussi et pour tout id6al bilat6re J de codimension finie les A- 
modules a gauche T(A/J) et HomA(A/J, En) sont isomorphes. Par suite 
lim T(A/J) - lim HomA(A/J, E.) 
et donc E est isomorphe 
lim HomA(A/J, E,,) -- lim HomA(A/J, E~) Ql im Hom,4(A/J, E~I); 
c'est-~-dire que, d'apr6s 3.3, E est isomorphe ~ lim,;HOmA(A/J, EIn). Mais il 
r6sulte de 2.7 que chaque 616ment de En test  annul6 par un id6al de codimension 
finie de A. Donc E"-E~. 
On d6montre nsuite que tout sous-module M de type fini de En lI est de dimen- 
sion homologique _<n-1;  en effet sinon on aurait Ext~(M,A)~0 et [3, ch. II, 
7.5], Ext~(Ext.~(M, A), A) = 0 pour i< n; donc Ext,~(Ext,~(M, A), A) ~:0 et d'aprbs 
[3, ch. II, 7.10], Ext~ (Ext.~ (M, A), A) est un A-module non nul de dimension finie 
sur k. Et il r6sulte de [3, ch. II, 4.15 et 7.11] que M possbde un sous-module non 
nui de dimension finie sur k. Par suite il existe un idbal (bilatbre) I de codimension 
fi.~..e:~ de A tel que HomA(A/L Elnl)~O ce qui contredit 3.3. 
Soit EA(A/1) une composante non nulle de En II,/t supposer qu'elle existe, off I est 
un id6al b, gauche deA.  Alors dhA(A/I)<_n- 1 et Ext~(A/I,A)=O. Si E,,_ I p.-1 , 
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En ~0 est la derni6re fl6che de la r6solution injective minimale de A, l'application 
HomA(A/I,  En_ 1)~HOmA(A/I,  E,) qui en r6sulte est surjective. Donc il existe un 
homomorphisme n6cessairement i jectif :  A / I  ~ E n_ 1 tel que Pn- 1 ~ f soit l'idea. 
tit6 sur A/ I .  Comme ker p,_ 1 est essentiel dans E,_ 1 on a alors ImfN ker p,_ I ~:0 
ce qui contredit le fait que Pn- l o f  est l'identit6 sur A/ I .  Donc En H = 0. [] 
A l'aide de la remarque suivante dfie h F. Couchot, on retrouve une pattie de ee 
qui pr6c/~de. 
Proposition 3.4. Soit B un anneau unitaire int~gre t I un iddal bilat~re non nul de 
B. Soit O~ B ~ E o ~E1 ~ ' "  une rdsolution injective minimale du B-module it 
gauche B. Soit i ~ N tel que HomB(B/1, El) q: O. Alors le grade du B-module B/I est 
<_i. 
Preuve. Supposons qu'on ait ExtJ(B/I, B)= 0 pour tout j<_i. Montrons par r6cur- 
rence sur k que HomB(B/I, Ek) est nul pour tout k_< i. Puisque Best int~gre t que 
I~:0, on a HomB(B/I ,B)=O; il en r6sulte que HomB(B/LEo)=O; en effet si 
xeEo\  {0} v6rifie I -x=0,  alors soit aeB tel que ctxeB\  {0} on a lax=0 d'ofi 
ax=0.  Supposons i>  1 et soit O<_k<i tel que Homn(B/I,  Ek) soit nul; montrons 
qu'il enest de m~me de Homo(B/I,  Ek+ I). A partir des suites: 
dk dk.I 
E k 'Ek+l 'Ek+2, 
on obtient: 
J~ Jk + 1 
HomB (B//, Ek) ' Homo(B/I, Eg+ 1) ' HomB(B/L Ek + 2). 
Puisque Ext§+I(B/I,B)=O, car k+ 1 _ i ,  on en d6duit Kerfk+l =0. Consid6rom 
les suites exactes: 




O~HOmB(B/I, Kerdk+l)~HOmB(B/l ,  Ek+l) ~Homo(B/l, Ek. 2) 
on a 0 = Ker Jk+ 1 = HomB(B/I, Ker dk + l). D'ofi 0 = Homs(B/I ,  Ek + l) puisque Ek, I 
est l'enveloppe injective du B-module ker dk +1. [] 
Coroilaire 3.5. (1) Pour tout entier i, O<_i<n on a tr(Ei)=0 et tr(E,)=H~(A) 
( = liml Ext~a(A/I, A) oft I parcourt les iddaux bilat&es de A cofinis). 
(2) Soit Pun  iddal premier de hauteur h>i, alors on a HomA(A/P, Et)=0. 
Preuve. (1) Soit I un id6al bilat6re cofini de A; alors [3] le grade de A/ I  est n, d'ofi 
Homa(A/ I ,  Ei)=O pour tout i<n.  On obtient donc tr(Ei)=0 pour tout i<n. 
D'autre part, en consid6rant la suite: 
0 = HomA(A/I,  E._ ~)~ HomA(A/I, En)"*O. 
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On obtient Ext~(A/1,A)=HOmA(A/I,E~), d'ofl en passant ~t la limite directe: 
nn(A ) = a(En). 
(2) Si Pes t  un id6al premier de A, d'apr~s [3], [20] et [21], sa hauteur est 6gale 
au grade de AlP,  d'ofl le r6sultat. [] 
Th~or~me 3.6. Soit g une alg~bre de Lie rdsoluble de dimension finie n sur un corps 
k ~[ggbriquement clos de caractdristique O. Alors le n-i~me terme de la rdsolution 
i~£ective minima& de A = U(~) est isomorphe au module V(g) du Paragraphe 1. 
Preuve. Nous commencerons par d6montrer que le A-module h gauche t[htP=, A/P  
est isomorphe ~ un sous-module essentiel de V(g). Pour cela posons ~3 = [fl, g] et soit 
N= ~ =A~3 l'id6al (bilat~re) de A engendr6 par ~3. Alors C=A/N est un anneau 
de polynfmes de dimension m = n -  dim ~3. 
Puisque chaque id6al premier P de hauteur n de A contient ~ (ceci car GK- 
dim A/P  = n - ht P = 0), on a: 
11 A /P= II C/P'. 
ht P~n htP '=m 
P~isque k est alg6briquement clos et que C est un anneau de polynfmes ur k, le 
C-module Hht p,=,~ C/P' est essentiei dans V(g/~3) = Ec( Hh~ P,= m Cl Ip* ) ,  d'apr~s 1.4. 
La surjection canonique p : A ~ C induit un A-homomorphisme 6videmment injectif 
O: V(~/~3)~ V(g) d6fini par O(f)=fo p. Donc 0 induit un homomorphisme injectif 
de Hh~p=~A/P dans V(g) que l 'on peut aussi d6crire en faisant correspondre ~t 
(ap)e Ilh, p=~A/P, apek,  ap presque tous nuls, l 'application k-lin6aire f=  
O((ap)) :A ~ k d6finie par f=  ~pfp  o 0p off Qp : A- - ,A/P est la surjection canonique 
et fp : A/P~k est l'application qui envoie i en ap. L'inclusion H A/PC V(g) 
r6alis6e par 0 est essentielle; en effet soit fe  V(g), f :~ 0; d'apr~s 1.2, il existe q_> 1 
tel que f (N  q) = 0 et f (N  q- 1 ) :g 0. Soit a ~ N q- 1 tel que f(a) :# O. Alors a. f~:  0 et 
(~ f ) (N)= 0; donc a. f est un 616ment non nul de V(~/~3). Par suite, il existe b eA 
tei que O~b. (a. f )  ~ H AlP,  c'est-h-dire O¢(ba). fe  H A/P.  L'anneau A 6tant 
noeth6rien, l'enveloppe injective EA(I lhtp=A/P) est 6gale h Ilht~,=~EA(A/P)= 
E, =E~. D'autre part, comme Hh~p.~A/Pc V(g)CHomk(A,k) et que le A-module 
gauche Home(A, k) est injectif, il en r6sulte que En C Home(A, k). Comme chaque 
616ment de E~=l imExt~(A/LA)  est annul6 par un id6al de codimension finie, 
l'inclusion E~C Homk(A, k) entra~ne que En C_ V(g); ces deux modules 6tant exten- 
sions essentielles de Hh, p=~A/P et En 6tant injectif, il en r6sulte que En = V(g). [] 
I1 est clair que V(g) est un bimodule et, lorsque k est alg6briquement clos, c'est 
un A-module injectif ~ droite et un A-module injectif h gauche. D'autre part, que 
k ~oit alg6briquement clos ou non, En=li_m, Ext~(A/I ,A) est muni d'une structure 
d~ vA-bimodule, la structure de A-module ~ droite provenant de celle de A et du fait 
que si I C J, 1' application canonique Ext~ (A/1, A) --, Ext~ (A/J, A) est un horn omor- 
phisme de A-bimodules. D'autre part, tout 616ment du A-module h droite E~ est 
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annul6 par un id6al bilat&e de ¢odimension finie; en effet Ext,(All ,  A)est un A- 
module/l  droite de type fini et il r6sulte de [3] que sa dimension de Gelfand-Kirillov 
est nulle. Donc c'est un k-espace vectoriel de dimension finie et il est par suite annui~ 
~t droite par un ideal de codimension finie. On d6montrera dans le paragraphe sui- 
vant que E,  est aussi un A-module h droite injectif et qu'il est isomorphe cornme 
A-module ~ droite h V(g). Notons que le fait que V(g) est un A-module injectif ira. 
plique que, lorsque k est alg6briquement clos, on retrouve le r6sultat de [12]: 
Hi(g, V(g))= 0 pour i_> 1. Nous ne savons pas si V(g) est injectif lorsque k n'est 
pas alg6briquement clos. 
4. L'isomorphisme des A-modules/I droite En et V(g) 
Dans tout le paragraphe, A d6signe l'alg~bre enveloppante de l'alg~bre de Lie 
r6soluble g de dimension n sur le corps k alg6briquement clos de caract6ristique 
z~ro. 
Rappelons que H~ est le i-Sme d6riv6 droit du foncteur O': AMod"*Ab d6fini au 
§1 par 
tr(M) = {m ~M[.7I~ o~- tel que I. m =0} 
off .:- est l'ensemble des id6aux bilat6res cofinis de A. 
Le groupe HI(A) = li_,mle ~- Ext~(A/l, A) est muni d'une structure de A-bimodule, 
la structure h droite provenant de la structure/t droite de A, l'isomorphisme de 3.4 
permet de transporter sur En cette structure de bi-module. 
L'6tude de cette structure permet de fa+on annexe d'obtenir quelques r+sultats sur 
les foncteurs H / .  
Lemme 4.1. Soit M un A-module ?t gauche. A l ors on a 
o'[EA (M)] = EA [a(M)]. 
Preuve. C'est une adaptation du Lemme 1 de [4]. Soit F=tr[EA(M)]; montrons 
que F est injectif. 
Soit J un id6al h gauche de A et f :  J--,F un morphisme de A-modules/l gauche; 
comme f( J )  est de type fini, d'apr~s 2.8 il existe des id6aux bilat6res cofinis Ii et 
12 tels que 11 • f (  J) = O, 12 n J ~ 11J et 12 ~ 11. Puisque f(12 CI J) c_ 1j • f(  J) = 0, il existe 
par passage au quotient, un morphisme f de (A/I2)-modules de J/(I2NJ) dans le 
(A/I2)-module injectif: 
F'= {X~EA(M)J12"x=O} [19, Proposition 2.27]. 
D'ofi un prolongement g : A/(I2A J) --*F' de f .  Si (p d6signe l'application canoni- 
que A --*A/(I20 J), alors (p og prolonge f.  
I1 est imm6diat que or(M) est essentiel dans a[EA(M)]; en effet soit x~ aIEA(M)i, 
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x:~ 0 et soit y ~ AxAM,  y:~0; il existe un id6al I bilat~re cofini de A tel que I .  x= 0. 
D'ofl IAx=O et 1. y=O. 
Corollaire 4.2. Pour tout A-module gt gauche M vdrifiant a(M)= M, on a 
a[EA(M)] =EA(M). 
C~i~rollaire 4.3. Pour tout A-module [7 gauche M tel que a(M)= M, on a 
Hi (M)  = 0 pour tout i > O. 
Preuve. I1 suffit de consid6rer une r6solution injective minimale de M: 
O~ M--. Fo ~ F I - , . . .  
on a a(Fi)=Fi pour tout i _0  d'apr6s 4.2. [] 
Une troisi6me cons6quence de 4.1 est la proposition suivante: 
Proposition 4.4. Soit E un A-module ?t gauche injectif inddcomposable; alors on a 
soi~  a(E)=E, soit a(E)= {0}. Si on pose E=EA(A/ J  ) oft Jest  un ideal ?t gauche, 
afors on a a(E) = E si et seulement si Jest  de codimension finie. 
Preuve. (1) Supposons a(E) ~: {0}; soit alors y ~ E \ {0} tel que Ay soit de dimension 
finie. On a a[Ay] =Ay. D'ofi d'apr6s 4.1 
a[EA (Ay)] = EA [a(A y)] = EA (A y). 
Or on a d'apr6s [16, Th6or6me 2.4], E=EA(Ay). Donc on a a(E)=E. 
(2) Supposons d'autre part que J soit un id6al ~t gauche tel que E=EA(A/ J )  on 
a a (E)=E si et seulement si a(A / J )=A/ J ,  c'est-~t-dire si J est cofini. [] 
Les propositions uivantes ont 6tablies en vue de l'injectivit6 du A-module 
droite E,~. 
Proposition 4.5. Soit M un A-module il gauche vOrifiant Ies conditions: 
(a) Pour tout ideal ~ gauche J de codimension finie, on a Ext.~(A/J, M) = 0. 
(b) a(M) = M. 
Alors M est injectif. 
Preuve. Soit x~EA(M)  \ M; d'apr~s 4.2, il existe un id6al bilat~re cofini I tel que 
I. x = 0. Soit K= {a s A laxeM}.  Les modules h gauche (M+ Ax) /M et A/K  sont 
is©morphes. Comme It_K, on a Ext~((M+Ax) /M,M)=0.  
Consid6rons la suite exacte: 
HOmA (M+ Ax, M) f-f-, HOmA (M, M)g ,  Ext~t ((M + Ax)/M, M) = O. 
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Puisque X~EA(M) ,  l'application ~M n'appartient pas A l'image de f car si 
serait facteur direct de M+Ax;  comme M est essentiel dans E(M) c'est imp 
Donc f n'est pas surjective t on obtient donc une contradiction. [] : 
Remarque. Le r6sultat 4.5 peut se d6duire de la d6monstration de2.9; la preu 
n6e iciest totalement diff6rente t obtenue n adaptant une d6monstration 
le corollaire st 6galement adapt6 de [4], 
Coroilaire 4.6. Soit M un A-module gt gauche; on note id(M) sa dimension in 
On a: 
id(M) < Sup{ dh A (A/ J ) ;  J iddal gt gauche cofini }. 
Preuve. Soit m ~ Net  supposons que pour tout id6al h gauche J cofini 
Ext~ ~+ I(A/J,  M)=0;  montrons que id(M)<m. On raisonne par r&urrence 
Pour m =0, on utilise 4.5. Pour m>0 on consid~re la suite exacte: 
Ext~(A/J, EA (M)) = 0 ~ Ext~'(A/J, EA (M) /M)  
~Ext~ '+ I(A/J, M)= 0~Ext,~ ÷I(A/J ,  EA(M)) =0. 
L'hypoth~se de r&urrence montre que i d (EA(M) /M)<_m-  1; d'oii id(M)<, 
D~finition 4.7. Pour tout A-module ~ droite M on note *M le A-module ~t 
d6fini par 
a ,m=m.e(a) ,  a~A,  meM 
oit e est l'antiautomorphisme involutif de A. 
I1 est alors imm6diat que si EA(M) d6signe l'enveloppe injective de M o 
EA(*M)=*(E~(M)).  
D'autre part h toute r6solution projective 
-~p i~. . . - .Po~M-~O 
ou injective 
O ~ M ~ Eo ~ E I -~ . . . 
de M correspond une r~solution projective 
*Pi ~ ' ' '~  *Po ~ *M"*O 
OU injective 
0---' *M ~ *E0-*--" de *M. 
On peut d6finir de m~me pour tout A-module h gauche N le A-module h drc 
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Lemme 4.8. (1) Soit M un A-module it droite et N un A-module it gauche; alors, 
pour tout entier i, les groupes Tor/A(M, N) et Tor/A(N *, *M) sont isomorphes. 
(2) Soient Met  N des A-modules it gauche. Alors pour tout entier i les groupes 
Exti4(N, M) et Ext/n(N *, M*) sont isomorphes. 
(3) Soit M un A-module it gauche. Alors, pour tout entier i les A-modules itdroite 
H~,(M*) et (Hi(M)) * sont isomorphes, of~ a* et H i ,  sont d~finis de mani~re 
a;~alogue it a et H i, mais pour les modules it droite. 
Remarque. Consid6rons le bimodule V(g) d6fini au §1. I1 est imm6diat que les 
bimodules V(g) et *V(g)* sont isomorphes (on d6finit a • m • b = e(b). m.  e(a) pour 
a ,b~A,  m~V(g)) .  
Preuve. Soit N un A-module ~t gauche et 
 Pn ... Po NoO 
une r6solution projective de N. 
(1) Si M est un A-module fi droite, on consid~re le diagramme commutatif: 
M®A P, )"" ' MQA Po 
®A *M ' . ' -  ' ®A *M 
off les fl~ches verticales ont d6finies de fa~on 6videntes et sont des isomorphismes 
de groupes. On obtient Tor/4 (M, N) = Tor A (N* *M). 
(2) Si M est un A-module h gauche, on consid~re le diagramme: 
' HomA(P0, M) ...... ,--- ~ HomA(Pn, M)  ' 
'Hom A (P~', M*) '.-- ~ Homn (P~*, M*) 
On obtient Ext~ (N, M) = Ext~ (N*, M*). 
(3) Soit 
O--.N-oNo-ON, -~... 
une r6solution injective de N; alors on a la r6solution injective de N*: 
O--*N* ~N~-°N~ --*... . 
D autre part 
a*(N*) = {m e Ni[,_7Ie ~, e(I)- m = 0} = (a(Ni))*. ½ 
(p*, 
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Thl!or~me 4.9. Le A,module ~ droite E n = Hn(A) est injectif. 
Preuve. (1) Si M est un A-module h gauche de type fini, alors Ext,~(M, A) est un A- 
module ~t droite dont tout 616ment est annul6 par un id6al cofini. 
En effet supposons Ext.~(M,A)g:0. D'apr6s [3, ch. II, 7.5], on a 
Ext~ [Ext~ (M, A), A ] = 0 pour i < n. 
Le grade du A-module h droite Ext,~(M,A) est net  donc, d'apr~s [3, ch. II, 
Th6or6me 7.1], sa dimension de Gelfand-Kiril lov est nulle. Pour tout 616ment 
x~Ext~(M,A) on a donc dimtt-xA < + oo, d'ofi l'existence d'un id6al cofini J tel 
que x. J = 0. 
(2) On a donc a[*(Hn(A))] = *(Hn(A)); ce qui permet d'appliquer 4.5. Soit J un 
id6al b. gauche cofini de A. On a EXtiA(A/J, A)=0 pour i~n; on peut donc appli- 
quer [3, ch. II, 4.14], et compte tenu de 4.8 on obtient les isomorphismes de 
groupes" 
EXtlA(A/J, *(Hn(A))) = Tor A_ l[Ext~(A/J, A), *(Hn(A))] 
off Ext,(A/J, A) est muni de sa structure de A-module ~ droite 
= Tor if_ l [Hn(A), *(Ext~(A/J, A))] 
= li_,m Tor A_ 1 [Ext,~ (A//,  A), *(Ext~(A/J, A))] 
= lirn Ext~(A/I, *(Ext~(A/J, A))I 
= H~[*(Ext~(A/J, A))]. 
En utilisant 4.3 on obtient Ext~(A/J, *(HI(A)) = 0. D'ofi d'apr~s 4.5, *(HI(A)) est 
un A-module h gauche injectif et HI(A) un A-module/t  droite injectif. [] 
Th6or6me 4.10. Les modules En et V(g) sont isomorphes comme A-modules 
droite. 
Preuve. Posons E=En=li_m¢ Ext,(All, A) comme module b. droite. Nous allons 
montrer successivement que chaque A-module h droite A/P, lorsque P parcourt les 
id6aux maximaux de hauteur n de A est contenu une fois et une seule dans E, puis 
que la somme des sous-modules AlP de E est directe et que V(g)A est isomorphe 
fi un sous-module de E, et enfin que E= V(g) A. 
Remarquons d'abord que si Pes t  un id6al premier cofini le A-module ~ gauche 
A M=Ext~((A/P)A,  m) (o/1 la structure ~ gauche provient de celle de A) est de la 
forme A(A/P') off P'  est un id6al premier cofini. Pour cela il suffit de remarquer 
que A M est un A-module/~ gauche de type fini et de GK-dimension ulle, donc de 
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dimension finie sur k, puis de v6rifier que .4 M est un module simple; il en r6sultera, 
puisque tout id6al h gauche maximal cofini de A est un id6al bilat~re, que AM 
est du type annonc6. V6rifions que AM est simple; s'il existait une suite exacte 
O--,N--,M--*U--'O, avec N~0,  alors on aurait, puisque GK-dimM--0 et que 
Ext~(AM, AA)A est isomorphe ~t (A/P)A (cf. [3]), la suite exacte: 
0--, Ext~ (U, A)-,A/P-- ,Ext~ (N, A )~0 
et Ext~ (N, A)#: 0. Donc Ext,(U, A )= 0 et U=0.  Pour tout id6al premier cofini P, 
il existe un id6al premier cofini P '  tel que (ALP) A =Ext'4(A(A/P'),AA)A: il suffit 
de prendre A (A/P') = A Ext~ ((A/P)A, AA). Puisque les morphismes de transition du 
syst~me direct (Ext,(A/I, A )A , I t  ,~-) sont injectifs, les morphismes Ext~4 (A /I, A )A 
limi~ i Ext~4(A/1, A) =EA sont injectifs et E,t est r6union des Ext,(A/I,  A), I t  ,~r~ I1 
en r6sulte que pour chaque id6al premier cofini P, (A/P)A est contenu dans EA. De 
plus EA ne peut contenir plus d'une copie de (A/P)A, pour un id6al premier cofini 
P. En effet, supposons que uIA(~u2ACEA, avec uiA=A/P ,  i= 1,2. Alors il ex- 
iste I t  :~- tel que UlA(~u2A CExt~4(A/I, A)A. I1 en r6sulte une suite exacte de A- 
modules h gauche: 
A/I--, (A /P ' )Q (ALP')--, 0 
off P'  est l'id6al premier cofini tel que A/P'=Ext~(A/P,  A); donc P'  est contenu 
dans 1 et on obtient la contradiction: (A /P ' )G(A/P ' )  est un quotient de ALP'. 
La somme dans EA des A-modules (AlP)A, off P parcourt les id6aux premiers 
cofinis, est directe: ceci r6sulte du fait que les P sont deux/~ deux distincts et que 
P est l 'annulateur de AlP. 
Puisque V(g)A est l'enveloppe injective de II (A/P)A et que 11 (A/P)A cEA, on 
a: V(.q) A CEA. Montrons qu'il y a 6galit6; il suffit pour cela de v6rifier que E A est 
extension essentielle de 11 (A/P)A. Soit xtEA.  Alors x est annul6/l  droite par un 
id6al cofini I donc xA =A/ I  off I contient un 61ement de ~ Le A-module fi droite 
A/ I  contient un sous-module simple donc de la forme (A/P)A off P est un id6al 
premier cofini. Par suite xA fq ]_[ (A/Q) A ~ (0). [] 
Les lemmes suivants ont dans [2] ou adapt6s de [2]. 
Lemme 4.11. Soit Bun anneau et soient F et G deux foncteurs covariants exacts 7l 
droite de la catdgorie 8Mod vers elle m~me. On ddsigne par LiF et LiG leurs i-dme 
ddrivds gauches. Soit cp:F= Gun morphisme fonctoriel tel que q~(M) soit un 
isomorphisme pour tout A-module 71 gauche de type fini M. Alors pour tout A- 
module ?t gauche de type fini M, les modules LiF(M) et LiG(M) sont isomorphes. 
Pr~uve. On consid6re une r6solution projective de type fini de M: 
. . .  
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, F(Po) 
' G(Po) 
On en d6duit un diagramme commutatif: 
• .. , F(P~) , . . .  
] coP;) 
... , G(Pi)  *.. .  
¢(Po) 
Par passage aux quotients ~P(P i )d&ermine  un isomorphisme 
LiG(M). [] 
Lemme 4.12. On ddsigne par G le foncteur 
HomA, droite(HOmA, gauche(--, A ), (H~(A )) A ) 
F(M)  
[O(M)(,~ • x) l( f)  = [H~(f)lO.x) = X . (Hna(f)(x), 
[A(ek(M)(x))](f) =2. [O(M)(x)(f)] = 2. [H~(f)(x)l. 
Soient (o=Ext~(A/I , f)  et ~o,=Ext~4(A/I,f. A); on a pour tout geExt~(A 
~0'(g) = ~0(g). ~.. On en d6duit par passage ~ la limite directe, si x e H~(M), 
[Hg( f  . D l (x )=[ (Hg( f ) ) (x ) l .  
c'est-~-dire [$(M)(x)](f . 2) = [O(M)(x)(f)] . ~. 
(2) Montrons que ~0(M) est un morphisme de A-modules ~ gauche. 
Soient xeriC(M),  AIeA, f eHOmA(M,A); on a 
Preuve. F est exact A droite parce que A est de dimension homologique global 
~t n, G est exact A droite parce que le module ~ droite (H~(A)) A est injectif c 
4.9. 
Soit M un A-module/t  gauche, feHomA(M,A)  et xeriC(M); on pose 
(O(M)(x))(f) = (H,~(f))(x). 
(1) Montrons que q~(M)(x) e G(M). Soient fe  HomA(M, A), A cA  et Ie  .~ 
. . .  p i  ...  --* Po A / I - - *O  
une r~solution projective du A-module A gauche A/ I .  
So i t  q]= HOmA(~p~,f) et q]'= HOmA(~pj, f -  A). On a pour tout g eHomA(l 
w'(g) = ( f .  A)og=( fog) .  ~ = q/(g). A. 
de la catdgorie AMOd vers elle-mdme, la structure de A-module ~t gauche d~ 
provenant de la structure de A-module ~t gauche Hn(A). 
Alors les foncteurs F=H~ et G rdalisent les hypothkses de 4.11. 
, G(M)  
de L!F(A 
¢(m) 
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(3) Montrons que @ est un morphisme fonctorieI. Soient g~HOmA(M,M'  ), 
xeF(M) ,  f~HOmA(M,A) .  On a 
([0(M') o F(g)](x))( f)  = H~(f)(F(g)(x))  
= [H~(f) o H"(g)l(x) = (H~( fo  g))(x), 
([G(g) o ¢~(M)] (x))( f )  = [4)(M)(x)l ( f  o g) = [H~(f  o g)] (x). 
14) Montrons que pour tout A-module ~t gauche de type fini M, O(M) est un 
isomorphisme. 
Soient x et x' deux 616ments de H~(A) tels que @(A)(x)= ~O(A)(x'). On a 
(O(A) (x) ) (~ A ) = (Hg(~ A ))(X) = X = X'. 
Donc @(A) est injective. 
Soit g ~ G(A) et soit f~  HomA (.4, A); on a: 
( ~p(A )[g(~ A ) ])( f)  = ( dp(A )[g(~ A )])(~ A • f(1)) 
= ((o(A)[g(~A)])(~A)) • f(1) 
= (nn~(~A))(gO]A))" f(1) 
d'apr~s (1) 
= (g(~ A ))" f (1 )  = g(~A" f (  ] )) = g( f ) .  
On en d6duit que @(A) est un isomorphisme, puisque @(A k) est un isomorphisme 
pour tout entier k >_ 1. 
Si M est un A-module h gauche de type fini il suffit de consid6rer un diagramme 
F(A k ) 
du type 
O(A k) 
, F(A k') 
O(A k ') 
, G(A k') 
, F (M)  ~ 0 
@(M) 
G(A k) , G(M) ,0  
Les morphismes @(A k) et O(A k') 6tant bijectifs, il en est de meme de @(M). [] 
Lemme 4.13. A vec les notations du lemme pr~cddent on a, pour  tout i=0,  ..., n 
(1) les foncteurs L iF  et H i sont ~quivalents, 
(2) les foncteurs L iG et HOmA, droite(Ext~-i( ,  A) ,Hn(A))  sont dquivalents. 
Preuve. (1) On applique [8, Th6or~me 5.2, ch. III] aux suites connexes exactes: 
O, . . . ,O ,H° ,Hta , . . . ,H~,O, . . . , L"F ,  Ln-1F, .... F,O,... . 
E:~ effet n_ . H a -F ,  d'autre part pour tout I~ ,P, on a EXtiA(A/I, A)= 0 pour i q: n (cf. 
[.~), donc, pour tout module ~. gauche projectif P on a 
I 
Han(P)=0 pour i-~n, 
LF (P )=O pour i> l .  
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(2) On pose K i = HOmA, n-i n droite(EXtA (--, A), HI(A)) et on applique [8, Th6or~rne 
5.2, ch. 11I] aux suites: 
..., LnG, L n - 1G, ..., G, O, 0,... , K °, KI, ... , K n, O, .... 
En effet on a G=Kn; d'autre part pour tout A-module ~ gauche projectif on a 
I Extn-i(p,A)=O pour n- i>O,  d'ofl Ki (p)=o pour i<n, Li(G)(P) = 0 pour i > 1. 
Proposition 4.14. Pour tout A-module h gauche de type fini M les A-modules it
gauche Hi (M)  et HomA, droite(Ext~- i(M, A), (V(fl))A) sont isomorphes. 
Preuve. Ceci d6coule imm6diatement de 4.11, 4.12, 4.13. D 
Corollaire 4.15. Soit M un A-module h gauche de type fini. Alors 
(1) Pour tout entier i<profAM, on a Hi(M)=O. 
(2) Pour tout entier i > GK-dim M, on a Hi(M)= O. 
Preuve. Soit M#:0. Remarquons que 
profA M = n -dh  A M_> n-grad n(M) 
d'ofl profA M_> GK-dim M d'apr~s [3]. 
(1) Soit i<profAM. D'apr~s [3, ch. II, 4.14], on a, pour tout Ie  g, 
ExtiA(A/I, M) = r A To ,_i[Ext~(A/I,A),M]. 
Ces groupes sont nuls puisque n- i>dhAM.  D'ofl H i (M)=0.  
(2) Soit i>GK-dim(M).  D'apr~s 4.14 on a 
H i (  M ) = H°mA, droite [Ext.~- i( M, A ), Hn(A )]. 
Comme on a n- i<n-GK-d imM=gradAM,  on obtient Ext~-i(M,A)=O d'ofi 
H i (M)  = O. [] 
Lemme 4.16. Soit J un iddal gl gauche de A. Alors les propridtds uivantes ont 
dquivalentes: 
(1) nomA(A/J ,  V(g)) :/:0, 
(2) J est contenu clans un iddal cofini (propre). 
Preuve. (1) Soient tp un 616ment non nul de HomA(A/J, V(g)), i la classe de 1 dans 
A/ J  et soit f=  (a(]). On a J .  (p(i) = tp(J. i) = 0 d'ofl f ( J )  = 0; mais il existe I cofini 
tel que f(1)= 0; on a donc f ( l+ J )=  0; comme f est non nulle on a donc I=J:#A. 
(2) Supposons J contenu dans un id6al cofini propre, alors Jes t  contenu dans un 
id6al maximal cofini rrt. On a 
V(g)= (~) EA(A/P). 
P E Spec A 
htP=n 
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Comme rn est premier de hauteur n, il suffit de composer la surjection canonique 
A/J-- ,A/m avec l'injection A/m-,V(fl); on obtient HomA(A/J, V(g))~O. [] 
Corollaire 4.17. Soit M un A-module ?l gauche de type fini et sun entier >_0. Les 
proprMtds uivantes ont dquivalentes: 
(1) HS(M)*:O, 
(2) il existe un dldment x~ Ext.~-S(M, A) dont l'annulateur est contenu clans un 
id(~[ cofini propre. 
Preuve. D'apr~s 4.14 la propri6t6 HS(M),O est 6quivalente 
HomA [Ext~-S(M, A), V(fl)] :#0. 
Comme le A-module ~t gauche V(g) est injectif, ceci 6quivaut fi l'existence d'un 
616ment x~Ext~-S(M,A) tel que HOmA(AX, V(g)) ,0.  I1 suffit alors d'utiliser 
4.16. [] 
Proposition 4.18. Soit M un A-module it gauche de type fini et i un entier >0, alors 
les modules ?l gauche Hi(M) et TorAn_i(V(g), M) sont isomorphes. 
Preuve. En utilisant [3, Ch. II, Proposition 4.14], et par un passage ~t la limite 
A directe, on obtient l ' isomorphisme de Hi(M) et Torn_i[V(g),M] en tant que 
groupes. Montrons qu'ils sont isomorphes en tant que modules fi gauche. Le fonc- 
teur Hg: aMod-- 'aMod est additif covariant exact h droite. D'apr~s 4.13 ses fonc- 
teurs d6riv6es ont les Hg -i. 
Nous allons montrer qu'il existe une 6quivalence naturelle entre les foncteurs 
AMod f = AMod suivants: 
E®A- et Hi(-). 
A1ors on a H~-i(A)=O pour i>0,  car A est int6gre et on a aussi Tor/A(E,A)=0 
pear i>  0. Donc on a 
H"-i(L)=TorA(E,L)=O 
pour tout i>  0 et tout A-module libre de type fini. 
D'aprbs la propri6t~ universelle des suites connexes de foncteurs de AIlFIod f dans 
AMod, les foncteurs TorA(E, - )  et H n-q ~ i>O, sont isomorphes. O" x . - -1~ 
I1 suffit donc de prouver que H i ( -  ) et H~(A)Q A - sont ~quivalents. 
Soit M un A-module h gauche, on d6finit 
fl : H~(A) ×M ~H~(M) 
de a manibre suivante: a ~Hn~(A), x~M,  on note fix: A-- ,M l'application 5x(1)=x; 
c'e~ un A-homomorphisme. Donc 
Hg( ) 
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est un ,4-homomorphisme t on pose 
fl(a, x) = Hn(~x)(a), 
fl est 6videmment bi-additive. 
V&ifions que fl(ar, x)=fl(a, rx) pour tout r e A. Pour cela il suffit de v6rifier ClUe 
pour chaque Ie  ,~- l'application: 
B: Ext~ (A/t, A) x M-~ Ext,~ (A/I, M) 
(a, x) ~. Ext~ (~Yx)(a) 
satisfait h B(ar, x) = B(a, rx); on a 
B(a, rx) = Ext~ (drx)(a) 
off drx :A~M est le A-homomorphisme firx(1)=rx. Soit ~Y~:A~A l'application 
d6finie par 
~r(Z)=Zr. 
On a 5rx =6x°~r; en effet soit zeA,  Jrx(Z)=z(rx) et Jx(~r(Z))=Jx(Zr)= (zr)x. Donc 
Ext,~(Orx) = Ext~ (Ox) o Ext,~ (t~r). 
D'ofi B(ct, rx) = Ext,~(Ox) [Ext~(~r)(a)]. Mais Ext~(C~r)(a) est 1'homomorphisme de 
,4-modules/t droite 
Ext,~ (A/I, A)A ~ Ext~ (A/1, ,4)A 
~-*  o~r. 
Donc Ext~ (c~rx)(a) =Ext~ (CSx)(ar) = B(t~r, x). [] 
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